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文章 编号 :1005-3085(2011)02-0238-07 


二 阶 周期 边 值 问题 正解 的 存在 性 


ToS 
(忻州 师范 学 院 数学 系 ， 山 西 忻州 034000) 

摘 要 : 周期 边 值 问题 已 成 为 方程 研究 领域 的 一 个 重要 分 支 ， 它 在 许多 实际 问题 中 有 着 更 为 广泛 的 应 用 ， 
本 文 主要 研究 了 二 阶 周期 边 值 问题 正解 的 存在 性 . 利用 锥 上 不 动 点 指数 理论 研究 了 二 阶 周 期 边 值 
问题 方程 组 的 正解 的 存在 性 ， 通 过 相应 的 线性 问题 的 第 一 特征 值 和 拓扑 度 乘积 定理 ， 建 立 了 正解 
的 存在 性 定理 . 最后， 我 们 给 出 具体 的 例子 说 明了 该 正解 存在 性 定理 的 结论 
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分 类 号 : AMS(2000) 34K13 中 图 分 类 号 : O175.14 文献 标识 码 : A 
1 引言 
本 文 主要 讨论 方程 组 


—u" (t) + Mu(t) = fi(t, u(t)) + hı (ult) v(t)), te [0,1), 
—v" (t) + Mw(t) = fa(t,v(t)) + ha(u(t),v(t)), te [0,1], 
u(0)— u(1), w'(0)-— w'(1) 
v(0)— v(1, w'(0)— v'(1) 


的 正解 的 存在 性 ， 其 中 M e (0,72). 我 们 假设 : 
(Hi) fi:[0,1] x [0, +00) — [0,+o0) 是 连续 的 ,i — 1,2. 








(H2) 
t 
lim sup max Atu) « M < liminf min (tu) 
u—0+ t€[0.1] u u—-Foo te[0,1] u 
(H3) 
t 
liminf min htv) > M > limsup max Cu: 
2 一 0+_tE[0,]] vU u—-roo t€[0,1] v 
(H4) 
jig 089) en 
u0t u 
对 任意 v € R+ 是 一 致 的 . 
(Hs) 
li ha(u, v) 0 


lim ha3(u,v) =0 
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对 任意 N > 0， 任 意 v € (0, N] 是 一 致 的 . 

从 条 件 中 可 以 看 到 : f, Hh. 是 超 线性 的 ， 而 fo ha 是 次 线性 的 . 

在 第 二 部 分 ， 我 们 在 Cl0,1] x Co, 1] 中 直接 构造 一 个 锥 Ki x Ko WEEK x Ko 中 应 用 
不 动 点 指数 的 乘积 来 证 明正 解 的 存在 性 . 这 与 以 往 的 做 法 有 很 大 的 不 同 : 例如 文献 [1] 中 ， 作 
者 直接 假设 方程 组 中 的 两 个 非 线性 项 要 么 都 是 超 线性 的 ， 要 么 都 是 次 线性 的 .这 就 要 求 等 价 的 
积分 算 子 对 两 个 方程 中 的 非 线 性 项 有 相同 的 拉 伸 和 压缩 情况 .本 文 受 文献 [2,3] 的 启发 ， 克 服 了 
这 种 情况 . 


2 预备 知识 


我 们 给 出 一 些 预备 知识 及 引 理 ， 这 些 对 本 文 主要 定理 的 证 明 是 至 关 重 要 的 . 
CIO, | 表示 连续 函数 空间 ， 其 范 数 为 


Iul = ME lut), u € C[0, 1], 
则 赋 范 线性 空间 (C0, 1], || - ||) 29 Banach 空间 ，C1+[0,1] = {ue C0, 1] : u(t) 2 0, t € [0,1] Æ 


C[0, 1] 中 的 锥 . 
引 理 1 图 ” 设 Me€ (0,7?)， 则 对 任意 给 定 的 he€ C[0,1]， 二 阶 线性 周期 边 值 问 题 





—u"(t) + Mu(t) = h(t), te [0,1], (2) 
u(0) = ud), w(0)- w (1), 
存在 唯一 解 叉 = Hh, HH H : Cp, 1) 一 Co, 1] 为 线性 全 连续 算 子 . 
证 明 设 T 
TN cos hB(t — 5 
2 28 sin AS prets 
其 中 6= VM, ao = zig EA r(e) € C0, 1], r(t) > 0 是 二 阶 线性 边 值 问题 
—r'(t)-- Mr(t) 30, r(0-—r(1, r(0-2r(1-1 (3) 


的 唯一 解 ， 且 满足 不 等 式 


1 cosh 
uL 8. € r(t) < mg 
28 sinh5 20 sinh 
作 函 数 G : [0,1] x [0, 1] — [0, 十 oo) 如 下 





r(t — s), Oxsacztxcl, 
G(t,s) — Mh) Sor Qs 
r(l+t—s), Oxt«s«t. 


任 给 ue C[0,1]， 作 算 子 五 : C(0,1] 一 C[0, 1] AF 
i 
(Hu)(t) — T Ga (ds 
0 
AW H:C[o1]  CJ0,1] 为 线性 全 连续 算 子 ， 且 根据 最 大 值 原 理 知 


uit) ys j Gt; sju(s)ds 


240 T 程 数 学 学 报 第 28 卷 





为 方程 (3) 的 唯一 解 . 
iki (i) 直接 计算 可 得 


n "auae 


G(t, s) = ao. 


Gi) An 
max 
(#,s)€E[0,1]x[0,1] 


由 引 理 1 和 注 1， 我 们 定义 
1 
1 
K = [ue clou 3i u(t)dt » RI 
K, = (ue K :|ul <r}, ƏK, = {u€ K:|ul 2r), r»0. 


IEA u, v e C+[0,1]， 我 们 定义 算 子 As, B,:C*[0,1] — C*(0,1, T: C*(0,1] x C*[0, 1] 一 
C+[0,1 x C*[0, 1] àn F 


1 
=f G(t, s)(fı(s, u(s)) + hi (u(s), v(s)))ds, 


1 
By.v(t) = f G(t, s) (fa(s, v(s)) + ha(u(s), v(s)))ds, 


T(u,v)(t)  (Avu(t), B.v(t)). 


显然 ， 若 工 在 C+[0,1] x CHo, 1] 中 有 非 平 凡 不 动 点 ， 则 方程 组 (1) 有 正解 存在 . 

3382 T:K x K 一 K x KK 是 全 连续 的 . 

证 明 HERH (u,v) € KK x K， 要 证 T(w,v) € K x K, BlüEA,u e K, B,v e K. 由 
注 1 知 


iu 1 1 
I Att = | [/ G(t, s) (Ja s, u(s)) + ha (u(s), v(s))) da dt 
1 I 
«f (fist) + a (uls): v(5)))ds 上 G(t, s)dt 
0 0 
1 
- x l (fi(s,u(5)) + ha (u(s), v()))ds, 
1 
luul = max f GC s) hau) os) ds 
1 
< oo | (Fleas) + hi (uls) (9) 
从 而 


同 理 可 得 
[ Buv(t)dt > P Ma. Ma; P» vlj. 
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FU Awu E K, Bve K, AmiT(uv)e K x K. msi, 人 显然 是 全 连续 的 . 

下 面 ， 我 们 回忆 一 些 有 关 不 动 点 指数 的 概念 和 引 理 ， 这 对 我 们 主要 定理 的 证 明 是 关键 的 . 

S ETE Banach 空间 ，P C EJé—^ 4E. 设 Q 是 台中 的 一 个 有 界 开 集 ， 如 果 有 A : 
PNQ 一 也是 一 个 全 连续 算 子 ， 且 Au Zu uc PN 68Q9， 则 不 动 点 指数 i(4, PAQ, PAR 
X. 另外 ， 关 键 的 是 如 果 i(4, PNQ,P) 关 0， 则 4 在 PNQ 中 有 一 个 不 动 点 . 

ffir >0, 令 P.= {ueP:|ull<r}, 3P, = {veP:|ul=7}， 则 有 以 下 引 理 . 

23935 A: P, 一己 是 全 连续 的 ， 则 

1) üuAuzu, uc ðP, ue(0,15 WU i(A, P,P)y—1 

2) WMRFEG EP, #0, Eu + Au+ uo, uc ðP, p20, NJi(A, P, P) — O0. 

514 SQ ER PHRF, f; e C(Q, R^), pi eR^V(OQ0,, i=1,2 WAE 


deg(f, Qı x Q2, (pı; p2)) z deg( fi, Q1, pı) : deg( f2, Q2, p2), (4) 
这 里 f(x,y) = (fa(z), fa(y)). 
注 2 AA (4) Xf Brouwer E, Leray-Schauder 度 和 锥 中 不 动 点 指数 都 是 成 立 的 . 
引 理 5 出 W Ed -—^ Banach 空间 ，K; € E, i — 1,2, JÉ EPI. 对 任意 m > 0， 定 


X Kr, = {u € Ki: lul] «ril, 8K,, 5 {u € Ki: llull = rij. WRA : Ki > Ki 是 全 连续 的 ， 
Hu; # Aiu, ui € 8Kn W 


i (A1, Kr x Krn, Ki X Kə) =i (A1, Krn, Kı) -i (A2, Kra, K2), 


这 里 A(u, v) = (Aiu, Av), (u,v) € Kı x Kə. 


3 ”主要 定理 及 其 证 明 


定理 1 假设 (Hi)-(Hs) 成立， 则 方程 组 (1) 至 少 有 一 个 正解 . 
证 明 由 条 件 (H2), (H4) 知 ， 存 在 ro > 0, e > 0， 使 得 当 w € [0, ro] 时 


filt,u) < M(1—&)u, te|0,1], (5) 
(wt) < ew, v € R*. 
Eri € (0, ro)» 下 证 
nA,u£Zu, u€OK,., K€ (0,1]. (6) 


我 们 用 反 证 法 来 证 明 . 否则 如 果 存 在 uo € OK,, Ho € (0,1]. 使 得 joAyuo = uo, Muo < 
Ayuo. 从 0 到 1 对 不 等 式 两 边 积 分 ， 并 注意 到 (5) 3X5. f 


1 1 1 pl 
] 2t < f Avolar = [ 1 G(t, s) (fi (s, uo(s)) + ha(uo(s), v(s)))dsdt 


= x (fi(s, uo(s)) + hi (uo(s), v(s)))ds 


< E (ma — &)uo(s) + T : euo(s))ds - (1 二 =) T uo(s)ds. 
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注意 到 wo € OK, MM 
1 
n uo(t)dt > 0. 
0 


两 边 消 去 h uo(t)dt， 即 得 1 < 1 一 e/2. 这 不 可 能 ， 从 而 (6) 式 成 立 ， 由 引 理 3 得 i (Av, Krn, K) 
= 1, r € (0,ro). 
男 一 方面 ， 由 (H2) 知 


Rh(t,u 2M(1-e)u-C, te([0,1, uz0, (7) 
C 为 某 个 正常 数 . WR max(Coo/e,ro]b | FUE 
Wd, ueoKg, u20, HER (8) 
事实 上 ， 如 果 存 在 uo € OKR, Ho 之 0， 使 得 wo 一 Ayug + Ho d Q» 则 ug 之 Aug» 从 0 到 1 对 不 
等 式 两 边 积分 ， 并 注意 到 (7) 式 ， 有 
1 1 | 
7i u(t)dt 2 f Asu(t)dt = f f G(t, s) [fi(s, io(s)) + hı (uo(8), v(s))] dsdt 
0 0 o Jo 


> L f vaso Gia 
z M a Ejuo M’ 


即 有 
4 
€ f uo(t)dt < C/M. 
0 
我 们 知 
1 Ri 
] 0869 ill = 


所 以 应 有 xz 4n. HDRQ« 99€. 这 与 已 的 选取 矛盾 ， 所 以 (8) 式 成 立 ， 由 引 理 3 得 








i(A,, Kg, k) ^ 1, Rı > max {Cao/s, ro}. 
下 面 我 们 考虑 B, 的 情况 ， 由 (Hs) RIN, TET 0, eo > 0， 使 得 任意 we [0,70]， 有 
folt,v) 2 M(1+e)v, te€[0,1] (9) 


Hiro € (0,70)， 假 设 存在 vo € Kr, po 2 0， 使 得 w = Buvo + jo$ 成 立 ， 则 wo > Buvo. 
从 0 到 1 对 不 等 式 两 边 积 分 ， 有 


1 1 1 1 T 
n vo(£)dt 2 1 Buvo(i)dt > -MO +e) f iotidt (2) f nai: 


HF vo € OK;,， 从 而 
1 
f voedt = 0. 
0 


两 边 消去 fo wo 人 bdt， 则 有 1 > 1+e， 这 不 可 能 .从 而 由 引 理 3 得 i(B, Kr, K) — 0. 
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男 一 方面 ， 由 (Hs), (Hs) 可 得 





falt, v) + ha(u,v) < M(1—&)v4 ^ t evt cı 
E 
= M(1-2)v- 6, tel0,1], wvceR*. (10) 
取 RS > max(2C;ao/e, ro] . 下 证 
v£zpuB,, uc€Kmg, nc (0, (11) 


假设 存在 wo € OKR, po > 0， 使 得 vo = poBuvos WE vo < Buvo， 从 0 到 1 对 不 等 式 两 边 
积分 ， 并 注意 到 (10) 式 ， 有 


1 1 
vo(t)dt < / By.vo(t)dt 
0 
C E ; Ci 
«xf vl in) Jvo()dt  — — 0-5 vo(£)dt + 条， 
即 有 
2C1 
X 一 一 . 
f vo(£)dt < Me 
因为 Uo € K, 有 
T 1 Rz 
- E 
| mt» enl = ur. 


BRITTE Ro < 2Ciao/e， 这 与 Ro RIGET IA. BERE S Ti (Bu, Kg, K) =1. 
RINER R = max{Ri, Ra}, F= min{7o0,71}， 则 当 r e (0,7), R> RH, f 








i(As, Kr, K)=1, i(A,Kg,K)—0, i(B,, Kj, K) 2-0, i(B,, Kg, K) — 1. 
由 引 理 5， 有 
i (T, (Ka\Kr) x (Kg x K7), K x K) 
= i (Av, Ka\Kz, K) x i(Bu, KgVKz, K) 21x (-1) = -1. 


从 而 ， 方 程 组 (1) 至 少 有 一 个 正解 . 


4 RH 
作为 一 个 应 用 ， 我 考虑 下 面 方程 组 
—u" (t) + Mu(t) = (14- £)u$ (t) +u?) EO, t € [0,1], 
—v"(t)  Mv(t) = (2 — tjui (t) +o (EO, te (0, 1], 
u(0)— u(1) w(0) = w(1), 
v(0) = v(1), v'(0) = v'(1), 


(12) 
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M e (0,72)， 我 们 令 
fitu) 2 (0-2)u,  fa(t,v) = (2 — tv$, 


2 | sin v| 


, v»0, v3 , u»0, 





1 
u?, v -— 0, v3, u = 0, 


则 容易 验证 ， 方 程 组 (12) 满足 (H1)-(Hs)， 从 而 至 少 有 一 个 正解 . 
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Existence of Positive Solutions to Second Order Ordinary Differential 
Systems with Periodic Boundary Value 


YANG Shu-qing 


(Department of Mathematics, Xinzhou Normal College, Xinzhou, Shanxi 034000) 


Abstract: The periodic boundary value problem has been an important area of investigation and it 
has been applied in a lot of practical problems. We mainly discuss in this paper the positive solutions to 
the second order ordinary differential systems with periodic boundary value. We obtain the existence 
of the positive solutions to the second order ordinary differential systems with periodic boundary value 
by employing the fixed-point theory, and establish the existence theorems of the positive solutions 
by using the first eigenvalue of the corresponding linear problem and the product of topology degree. 
Finally, we present an example to demonstrate the existence theorems of the positive solutions. 


Keywords: positive solutions; periodic boundary value problem; the fixed-point index; topdogy degree 
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